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SUMMARY
This paper deals with the problem of dimensionality reduction of feature space. Two major categories of dimensionality
reduction methods, namely feature selection and feature extraction are described and their differences from the viewpoint of
usability are discussed.
Feature selection methods can be defined as choose the best subset of size d from the given set of D features. The best
subset optimized a criterion function J() over all possible subsets of d features. Unlike feature selection methods, feature

extraction methods are based on a transformation of the original features. The term feature transformation also applies to
these methods.

Although from a purely mathematical point of view, feature selection is a special case of feature extraction (the
transformation matrix has "1"s on the main diagonal and "0"s otherwise), the have significant practical differences. These
differences will determine which approach better fits a task's requirements and goals. Feature preserves data
interpretability; feature extraction causes a loss of interpretability. Feature selection has lower discriminative power then
feature extraction does. These properties reveal that these methods are somewhat contradictory. Feature selection methods
will be more suitable where the user wants to preserve the interpretability of the original data and prefers decision making
on the basis of meaningful features. Furthermore, they will be suitable when the user wants to reduce the tediousness and
costs of data acquisition by finding the data components that can be completely excluded from the remaining acquisition
process. Feature extraction methods will be suitable when the data acquisition process does not represent any problem and
there is no need to keep the original interpretability of data.

This article focuses on the feature selection methods, namely "exhaustive search” method and "d best features" method,

which are discussed in more detail.
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1. UvoD

Je zrejmé, ze kvalita rozhodovania je spojend
s kvalitou a mnozstvom informacie, ktora je
k dispozicii. Pravdepodobnost’ chyby klasifikatora je
nepriamo Umerna mnozstvu informacie obsiahnutej
vo vstupnych datach, ¢o vedie ku snahe zvySovat
pocet priznakov, ktorymi su klasifikované objekty
charakterizované. Pri velkom poéte priznakov preto
hl'addme kompromis medzi velkostou chyby na
jednej strane a zlozitostou rozhodovania pri velkom
pocte priznakov, na strane druhej. Pre zniZenie poctu
priznakov existuju dve zakladné stratégie a to podla
toho, ¢i sa jednd o vyber z pdvodnych alebo
upravenych (transformovanych) priznakov. Prva
stratégia — vyber priznakov (feature selection) je
orientovana na identifikdciu vyznamnych, tzv.
informativnych priznakov, ktoré sa vyrazne
podielaju na spravnosti klasifikacie a to z mnoziny
povodnych  priznakov.  Druha  stratégia —
transformacia priznakov (feature extraction) je
orientovana na transformaciu pdvodnych priznakov
pomocou urcitého zobrazenia na nové priznaky,
ktoré budu pre klasifikaciu efektivnejsie. Prv, ako sa
budeme venovat podrobnej$ie prvému z uvedenych
pristupov, struéne popiSeme zakladné principy
oboch postupov.

2. VYBER PRIZNAKOV

Ako bolo uz uvedené, tento postup zniZenia
poétu priznakov je zamerany na identifikaciu
informa-tivnych  priznakov medzi povodnymi
priznakmi. Pri vybere priznakov je snaha eliminovat
tie priznaky, ktoré st redundantné alebo obsahuju
malé mnozstvo relevantnej informacie. Problém
vyberu priznakov je definovany ako snaha najst
najlepsiu podmnozinu X z mnoziny Y vSetkych D
priznakov, ktorymi popisujeme skiimané objekty.

X={x;1i=12,..,d, x;0Y7} 1)
Y:{yi|i:1729~"7D} (2)
NajlepSou podmnozinou rozumieme ti podmnozinu
X, ktora je najlepSia v zmysle zvolenej kriterialnej

funkcie J() vzhladom ku vSetkym ostatnym d-

¢lennym podmnoZzindm Z, mnoZiny Y .

Teda plati
J(X) =r£g§J(Zd) 3)
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3. TRANSFORMACIA PRIZNAKOV

Tento spdsob je orientovany na transformaciu
povodnych priznakov pomocou ur€itého zobrazenia
na priznaky, ktoré¢ budu pre klasifikaciu dolezitejSie
ako povodné. Pri tejto redukcii je teda snaha
pretransformovat’ vac¢si pocet menej efektivnych
priznakov na mensi pocet efektivnejsich priznakov.
Problém redukcie priznakov moéze byt teda
sformulovany  ako  tdloha  najst  najlepsiu
transformaciu f

fy) =AY S,)) (4)

ktora transformuje D - rozmerny priznakovy
priestor vektorov Y =(y,¥2,--»¥p) na d-
rozmerny priznakovy vektorov

X= (xl,xZ,...,xd) t]

priestor

X = fi(V1se¥Vp)- Q)

Najlepsou transformaciou rozumieme taku
transformaciu  f, ktora je najlepsia v zmysle urditej
kriteridlnej funkcie J()a vzhl'adom ku vSetkym

ostatnym moznym transformacidm g, t.j.

f(y) = arg max, J(9(Y)). (©)

Vzhladom na lahké praktické pouzitie,
obmedzujeme sa pri hladani transformacie f
spravidla na linearne zobrazenie. Toto je potom
zadané urcitou maticou transformacie Wradu (D,d)
a vlastnu transformaciu potom vykonadvame podla
vztahu

x=Wy. (7

Z rozdielnych stratégii, ktoré obidva pristupy pri
znizovani poétu priznakov pouzivaji, vyplyvaju
medzi vyberom a transformaciou priznakov
nasledujuce rozdiely:

*  Pri transformacii priznakov si nové priznaky
kombinaciou  poévodnych  priznakov. To
znamend, Zze nové priznaky uz nie su
intrepretovatelné, teda nepopisuju Zziadny
konkrétny atribit. To moéze byt vazny
nedostatok, pokial’ dovodom pre znizenie poctu
priznakov bola snaha o odhalenie Struktiry
problému, pretoze nové priznaky nemaji pre
expertov ziadny vyznam. Naproti tomu pri
vybere priznakov nedochadza ku strate
interpretovatel'nosti priznakov.

*  Zrovnakého dévodu je transformacia priznakov
nevhodnd aj v pripade, ked’ pozadujeme Casové
alebo ekonomické uspory ztitulu menSieho

poétu sledovanych priznakov. Transformacia
priznakov vyzaduje totiz ziskanie vSetkych
povodnych D priznakov. Naproti tomu, pri
vybere priznakov sa modzeme obmedzit na
ziskavanie mensej mnoziny priznakov, ¢o vedie
k ¢asovym i ekonomickym usporam.

* Vzhladom ktomu, ze vyber, projekcia je
$pecialny pripad transformacie, transformacia
priznakov je v porovnani s vyberom
vSeobecnejsi postup. Mdzeme preto ocakavat,
ze bude davat’ aj lepsie vysledky, ¢o sa tyka
kvality ziskanych vysledkov.

4. STRATEGIA VYBERU PRiZNAKOV

Zakladné techniky pri vybere priznakov sa snazia
eliminovat’ tie priznaky, ktoré si redundantné alebo
obsahujil malo relevantnej informacie. Hl'ada sa teda
d- ¢lenna podmnozina priznakov X', ktord je
najlepsia v zmysle zvolenej kriteridlnej funkcie
J().O parametri d predpokladame, Zze je vopred
zadany. Vieme, aky pocet priznakov chceme vybrat’.
Tato hodnota vyjadruje kompromis medzi snahou
ovelka selekciu priznakov a jednoduchou
klasifikaciou na jednej strane a medzi vzrastajucou
pravdepodobnostou chybnej klasifikacie z dévodu
znizenia mnozstva informacie na strane druhe;j.
Ked’Ze kriteridlna funkcia J() ma vSeobecny tvar,
nie je ind moznost’ ako urcit’ optimalnu mnozinu X «
ako ta, ktorou je postupné prehl'adavanie vsetkych d-
¢lennych podmnozin Z,; mnoziny Y. To
znamend, Ze¢ nie je mozné pre tento problém
sformulovat’ algoritmus, ktory by vzdy po
rozumnom pocte krokov daval optimalne rieSenie.
Algoritmy davajice optimalne rieSenie si cenné
skor z teoretického hl'adiska. V praxi musime casto
pouzit' algoritmy, ktoré vedtl skor k pribliznému
rieSeniu.

4.1 Uplné prehladavanie (exhaustive search)

Uplné prehladavanie je zalozené na postupnom
preskiimavani celého stavového priestoru tlohy, t.j
postupné preskimanie vSetkych d- ¢lennych
podmnozin mnoziny Y . Metody, ktoré tato stratégiu
vyuzivaju sa nazyvaju optimalne. Jeden z postupov
pouzivajtcich takuto stratégiu oznacujeme ako uplné
prehladavanie. 1de o postupné generovanie d-
¢lennych podmnozin, vyhodnotenie ich kriteridlnej
funkcie a zapamitanie najlepSej z nich. Mnoziny
moézeme generovat’ l'ubovolnym spésobom. Stavovy
priestor je mozné reprezentovat’ stromom. Kazdy
nekoncovy vrchol okrem koreia stromu predstavuje
jeden odstraneny priznak. Jednotlivé zostavajuce d-
¢lenné skupiny priznakov su potom koncové uzly
grafu (listy). Listov je tolko, kolko je d- ¢lennych
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podmnozin z mnoziny Y o pocte prvkov D. Vo
vSeobecnom pripade je pocet listov dany
kombinaénym ¢islom

D!
%%d!(D—d)! ®

Na generovanie d- ¢lennych podmnozin mézeme
pouzit’ aj iny spOsob, napr. generovanie podmnozin
v lexikografickom poradi.

Zlozitost algoritmu uplného prehladavania je
exponencialna, t.zn., Ze uz pri relativne malych
hodnotach parametorov D a d (stavovy priestor je
rozsiahly) je nutné pre najdenie optimalnej mnoziny
X vykonat netimerne vela krokov, ¢o je velka
nevyhoda uplného prehladavania. Z tohto dévodu je
metdda prakticky pouzitel'nd iba pre urc¢ité hodnoty
D a d a to v pripade, ked je asponi jeden parameter
maly alebo je malda hodnota rozdielu D-d.
Vyhodou uplného prehladavania je, ze vzdy dospeje
k optimalnemu rieSeniu, pricom nezavisi na tvare
kriterialnej funkcie J().

4.2 Metéda "d najlepsich priznakov"

Casové zlozitost” optimalnych algoritmov je vo
vSeobecnosti exponencialna. Snahou je najst
metddy, ktorych vypoctova zloZitost' je podstatne
niz§ia a ktoré mozu byt prakticky vyuziteIné. Cenou
za zjednodusSenie vypoctu bude oproti optimalnym
metodam nizsia kvalita vysledku. Metody takéhoto
typu nazyvame suboptimalne. Jednym z takychto
algoritmov je metdda "d najlepsich priznakov".
Kazdy priznak je pomocou kriteridlnej funkcie
ohodnoteny individudalne, tj bez vplyvu ostatnych
priznakov a cielovd mnozina X je zlozend z d
kriteridlnou  funkciou najlepsie  ohodnotenych
priznakov. Predpokladame, ze najlepSie priznaky
modézu ako celok tvorit' najlepSiu podmnozinu.
Nemusi to vSak tak byt’, pretoze sa pritom neberu do
uvahy vzdjomné vztahy medzi priznakmi. Ak su
napriklad dva priznaky Statisticky zavislé, obsahuju
urcitu Cast’ informacie obidva priznaky. Ak je tato
informacia podstatnd, zaradi metéda "d najlepsich
priznakov" obidva priznaky do vyslednej mnoziny.
Tymto sa do cielovej mnoziny vnasa redundancia,
pretoze z danej dvojice postacovalo vybrat’ iba jeden
priznak. Vyhodou tohto algoritmu je vSak jeho
jednoducha formulacia a implementacia, pricom ide
o velmi rychly algoritmus. Nevyhodou je, ze
ziskané rieSenie je takmer vzdy priblizné a iba
zriedka ziskame optimalne rieSenie.

5. KRITERIALNE FUNKCIE
Jednou z Casto pouzivanych kriterialnych funkcii

je miera zalozena na vzdialenosti pravdepodobnosti.
Tato  miera je  zaloZzend na  znalosti

pravdepodobnosti, ktoré sa tykaju jednotlivych
tried.. Predpokladdme teda, ze poznadme apridornu
pravdepodobnost’ P(w,;) jednotlivych tried @,
arozdelenie podmienej pravdepodobnosti na
triedach, p(x/w;), i =1.2,...,R, kde R je pocet tried.
Predpokladajme najprv situaciu, ze realizujeme
klasifikaciu do dvoch tried s rovnakymi apriéornymi
pravdepodobnostami. Na vstupe mame konkrétny
objekt X, o ktorom je potrebné rozhodnut, do
ktorej triedy patri. KedZze su zname podmienené
pravdepodobnosti na obidvoch triedach, mdzeme
tieto hodnoty pre objekt x vypocitat. V idealnom
pripade by sme chceli, aby iba jedna z tychto hodnot
bola nenulova. Ta by potom urcovala, do ktorej
z dvoch tried objekt X jednoznacne patri. Ak su
obe hodnoty nenulové, znamend to, ze sa triedy
prekryvaju a objekt x leZi v ich prieniku. Cim viac
st teda tieto podmienené pravdepodobnosti
p(X/w;) a p(X/w,) rozdielne, tym viac st

rozdielne samotné triedy, t.j chyba rozhodnutia sa
zmensuje. Uvedena skutoCnost’ je demonstrovana na
obr. 1.

p(x|o) p(xje)

/
o) p(xC)

p(xdwy, p(xUoy)

a) b)

Obr. 1a) Dobre oddelitel'né (separovatelné) triedy
1b) Zle oddelitel'né triedy

Fig. 1a) Well separate classes
1b) Misseparate classes

Na obr. 1a) st hodnoty podmienenych pravdepo-
dobnosti  uplne  rozdielne.  Hustoty  tychto
pravdepodobnosti sa vzajomne neprekryvaju a triedy
si teda jednozna¢ne oddelitelné, pretoze maju
prazdny prienik. Na obr. 1b) sa obe hustoty znacne
prekryvaju, ¢o zamena, Ze sa prekryvaju aj triedy
samotné.  Velkost  prekryvu  oboch  hustot
pravdepodobnosti, = pomocou  ktorej  budeme
vyjadrovat’ "vzdialenost™ tychto hustot, nAm moze
posluzit ako dobra kriterialna funkcia pre
oddeliteI'nost’ tried.

Vo vseobecnosti moze byt takouto kriterdlnou
funkciou kazda funkcia J( ),

e j f(p(xw)), p(x|w, ), P(@, ), P(wy))dx,  (9)
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spliajtica nasledujiice podmienky:

J()=0.

2. J()dosahuje maximum, ak maju triedy ),
a w, v priestore prislusSnom objektom X
prazdny prienik, t.j prave vtedy, ak pre kazdy
objekt X plati, ze
p(x/w) =0 < p(X/w,) >0.

3. J()=0,ak sa obe hustoty pravdepodobnosti,
ateda aj triedy, dokonale prekryvaju, t.j ak pre
kazdy objekt X plati, ze p(x/w;) = p(X/w,).

Kazdu funkciuJ(), ktora spiiia podmienky 1 az 3

budeme nazyvat mierou vzdialenosti

pravdepodobnosti.
Uvedieme aspon niektoré z tychto typov mier:

Chernoff
Je == j PO p(X|w) p(0)' ™ p(wy)dx,  (10)
kde a O 0,100

Bhattacharyya
Ip = _an-\/P(X|w1 )P(X|wz)dx (11)
Divergencia

b = [Pl =p0fe))in (( :2)) SR

Uvedené vztahy moézeme vyrazne zjednodusit, ak
prijmeme urcité predpoklady o podmienenych
hustotach pravdepodobnosti p(x/w;). Casto totiz
prepokladame, Ze pravdepodobnosti p(X/w;) sa

riadia ~ zndmym  parametrickym  rozdelenim,
najcastejSie normalnym, t.j

1 I e P
p(ﬂk),‘): exp z(‘c H) Z (=) (13)

Jem?z,|

kde p; je vektor strednych hodnét triedy w,, ; je
kovarianénd matica triedy w; a d je dimenzia

vektorového priestoru objektu x . V takomto pripade
je mozné vSeobecné tvary uvedenych mier
zjednodusit’ na nasledujtice vyrazy :

1 _
c =—a(1_a)(#2 _Hl)T[(l_a)zz"'azl] I(Hz U+

1, |1-0)Z,+az,|

(14)
2T

-1
T +2, 0
=—(u2 ) E'—E (Hy =+

Zl+22
2

+ L (15)
2]+

1 - _
D :E(Uz _UI)T(Zl '+3, 1}112 —H)+

+%tr(21_122 +2,7'%, —21) (16)

Doposial’ sme uvazovali o klasifikacii objektov
do dvoch tried. V pripade, ak mame danych R tried
W, W, ...,Wg, s apridmymi  pravdepodobnostami
P(w;) a hustotami p((X/w;) mézeme vztahy (14)
az (16) zovseobecnit pomocou vazeného suctu
vzdialenosti kazdej dvojice tried.

Ak  oznatime vzdialenost ~medzi triedami

w;a w;ako J;;, mdézeme sthrnni vzdialenost

medzi vietkymi triedami @y, @, ...,wp vyjadrit’ ako

c C
ZZP(OJ,)P(&)]-)JU. (17)

i=l j=1
6. ANALYZA VYSLEDKOV

Uvedené postupy vyberu priznakov boli
aplikované na trénovacie mnoziny s obrazmi
z dialkového prieskumu  povrchu Zeme, ktoré
mapovali oblast Kosic. Jednotlivé vzorky boli
charakterizované 7-rozmernymi vektormi, ktorych
zlozky predstavovali jas v siedmich spektralnych
pasmach. Vstupny stbor dat obsahoval vzorky
patriace do siedmich tried: staré mesto, nové mesto,
pol'nohospodarska pdda, nevyuzitd pdda, banska
oblast’, les a voda.

Ako kriteridlne funkcie pre hodnotenie vybranych
priznakov bola pouzitd Bhattacharyyho miera
a divergencia.

Priznak Hodnota krit. Povodny
¢islo funkcie priznak
1 55,7961 3
2 43,7569 2
3 39,8534 5
4 38,2734 7
5 28,6181 1
6 7,5426 6
7 6,7894 4

Tab. 1 Hodnoty divergencie metddy "d najlepsich
priznakov
Tab. 1 Divergence values of "d best features"
method
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Pri vybere jediného informativneho priznaku obe
metddy, aj pri rozdielnych kriteridlnych funkciach,
poskytovali rovnaké vysledky. So zvySujucim sa
poctom d- vybranych  priznakov sa vysledky
mierne odliSovali. Tab. 1 uvadza vysledky metody
"d najlepsich  priznakov" suvedenim hodnot
divergencie ako kriteridlnej funkcie a s uvedenim
poradia priznakov od najinformativnejSiecho pocnuc.
Tab. 2 uvadza vysledky ziskané metodou uplného
prehladavania hodnotené rovnakou kriteridlnou
funkciou.

Pocet Hodnota krit. | Vybrané priznaky

priznakov funkcie

1 55,796 3

2 75,256 3,6

3 96,649 2,3,6

4 111,471 3,4,6,7

5 127,806 2,3,4,6,7

6 139,294 1,2,3,4,6,7

7 147,872 1,2,3,4,5,6,7

Tab. 2 Vysledky metody uplného prehladavania
Tab. 2 Results of exhaustive search method

Pre overenie vhodného vyberu podmnozin priznakov
bola pouzitd zhlukovacia metdda CLASS, pomocou
ktorej boli vzorky zatriedované do tried a to na
zaklade vybranych podmnozin priznakov.

Pri porovnani s povodnymi triedami vzoriek sa
podla ocakavania potvrdila ako spolahlivejsia
metdda Uplného prehladdvania. Je potrebné vsak
uviest, ze vysledky metody "d najlepsich priznakov”
boli uspokojivé, pretoze chyba zhlukovania bola
zrovnatel'na s chybou, ktort vykazovalo zhlukovanie
na zéklade podmnozin priznakov vybranych
metddou uplného prehladavania. V tabulke 3 su
uvedené chyby zhlukovania pri réznom pocte
priznakov, vybranych jednotlivymi metéodami, kde E
je chyba zhlukovania na zaklade vSetkych priznakov
metodou CLASS .

Pocet
priznakov 1 2 3 4 5 6 7

E=1,28

d najlepsich
priznakov
Divergencia 0,06 | 0,09 | 0,48 | 0,69 | 0,79 | 0,83 | 1,28
Bhattacharyya | 0,06 0,29 [ 0,33 0,42 (0,79 | 0,83 | 1,28

uplné
prehladavanie
Divergencia 0,06 | 0,10 | 0,13 | 0,77 | 0,80 | 0,88 | 1,28
Bhattacharyya | 0,06 | 0,10 |0,15]0,72 0,85 | 1,24 | 1,28

Tab. 3 Priemernd chyba klasifikacie zhlukovacou
metodou CLASS

Tab. 3 Average error of classification with cluster
method CLASS
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