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SUMMARY 
Classical notch filter with zeros on the unit circle completely eliminates disturbing signal component from 

frequency spectrum of input signal. Ideally it should be able to remove only that part of given frequency 
component which was not present in original (unimpaired) signal. Modified discrete notch filter which partially 
suppress disturbing harmonic signal is proposed in this work. Determination of notch depth is based on average 
power of disturbing signal and frequency components in its neighbourhood. Computer simulations confirm 
proper function of the designed filter. Filter is able to adapt notch depth to abrupt changes of disturbing signal 
amplitude. 
 
Keywords: notch filter, harmonic signals suppression
 
 
1. ÚVOD 
 

Diskrétny zárezový filter je filter, ktorého úlohou 
je potla i  ne�iadúce frekven né zlo�ky v signále. 
V sú asnosti pou�ívané zárezové filtre potlá ajú 
príslu�né frekven né zlo�ky úplne. To je dosiahnuté 
umiestnením núl filtra v z-rovine na jednotkovú 
kru�nicu v miestach zodpovedajúcich daným 
frekvenciám. Póly filtra musia by  kvôli stabilite 
umiestnené dovnútra jednotkovej kru�nice. 
Umiest ujú sa do blízkosti núl, aby boli frekvencie 
v tesnom okolí potlá anej zlo�ky o najmenej 
ovplyvnené nulami. Umiestnenie pólov je 
obmedzené po�iadavkou, �e musia le�a  na spojnici 
príslu�nej nuly a po iatku systému (obr. 1) [1].  
 

 

  

Obr. 1  Umiestnenie pólu a nuly zárezového filtra 
Fig. 1  Notch filter zero-pole pair placement 

 
 

Diskrétny zárezový filter potlá ajúci jednu 
frekvenciu má potom prenos: 
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kde 0 je relatívna frekvencia, ktorá má by  
odstránená a  je íslo z intervalu 0,1)  ur ujúce 

vzdialenos  pólov od po iatku súradnicového 
systému (Pole Contraction Factor - PCF).  

Zov�eobecnený zárezový filter pre potla enie  
n frekvencií má tvar: 
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Polynóm itate a má zrkadlovo-symetrickú 

formu. To znamená, �e ak polynóm itate a 

vyjadríme ako , dvojice koeficientov 
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0 a bn, b1 a bn�1, at ., sú rovnaké. Táto vlastnos  
vyplýva z po�iadavky umiestnenia núl prenosu 
presne na jednotkovej kru�nici.  

Parameter  má vplyv na �írku zárezu filtra B, 
pri om platí vz ah [1]: 
 

)1(B  (3) 
 

Ak je uvedený filter pou�itý na odstránenie 
superponovaného harmonického signálu z meraného 
signálu (napríklad odstránenie frekvencie siete (50 
Hz) pri meraní EEG, EKG a pod.) dochádza k 
úplnému odstráneniu filtrovanej harmonickej zlo�ky 
zo vstupného signálu. Tým mô�e dôjs  ku 
nezanedbate nému skresleniu pôvodného signálu. 
Tento prípad nastáva vtedy, ak pôvodný signál 
(neskreslený ru�ivým harmonickým signálom) sám 
osebe obsahuje frekven né zlo�ky, ktoré majú 
rovnakú frekvenciu ako ru�ivý signál. Je zrejmé, �e 
po prechode meraného signálu zárezovým filtrom 
dôjde ku odstráneniu tak ru�ivej zlo�ky, ako aj 
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zlo�ky obsiahnutej v pôvodnom signále. Na 
ilustrovanie uvedenej situácie slú�i obr. 2. 

 
Obr. 2  Vplyv zárez. filtra na spektrum signálu 

 a � pôvodný signál, b � skreslený signál 
c � výstup zo zárezového filtra 

Fig. 2  Influence of notch filter on signal spectrum 
a � original signal, b � disturbed signal 

c � output from notch filter 
 
 
2. MODIFIKOVANÝ ZÁREZOVÝ FILTER 
 

Uvedený problém je mo�né rie�i  
modifikovaním zárezového filtra tak, aby potlá al 
ne�elanú frekven nú zlo�ku len iasto ne, pokia  
mo�no na rovnakú úrove , akú mal v danom mieste 
frekven nej charakteristiky neskreslený signál. 
Modifikovaný diskrétny zárezový filter u� nebude 
ma  v z-rovine nuly umiestnené presne na 
jednotkovej kru�nici, ale len v jej blízkosti. 
Najjednoduch�ou modifikáciou je zavedenie nového 
parametra , ktorý ur uje vzdialenos  núl od 
po iatku súradnicového systému (Zero Contraction 
Factor - ZCF), pri om jeho hodnota by sa mala 
pohybova  v rozmedzí intervalu . Zavedením 

nového parametra sa zmení oblas  prípustných 
hodnôt parametra  na interval 

(0,1

0, ) . Toto 

obmedzenie je nutné, aby si filter zachoval charakter 
zárezového filtra. Ak je toti� parameter  men�í ne� 
1, je mo�né vytvori  stabilný filter aj s parametrom 

 vä �ím ne� , len�e v tom prípade by sa u� jednalo 
o rezonan ný filter. 

Modifikovaný filter bude ma  prenos: 
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Pre  = 1 je uvedený prenos toto�ný  
s klasickým zárezovým filtrom (1). 

Aby bolo mo�né potla i  ve kos  ru�ivého 
signálu na po�adovanú úrove , je potrebné pozna  
závislos  h bky zárezu na parametroch filtra (  a ) 
a frekvencii ru�ivého signálu 0. Vz ah pre výpo et 
h bky zárezu je mo�né odvodi  z frekven ného 
prenosu filtra a nadobúda nasledovnú formu: 
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Je zrejmé, �e h bka zárezu je nielen funkciou 
parametrov  a , ale závisí aj od frekvencie 0. 
Uvedený vz ah nadobúda maximum pre frekvenciu 

0 = /2 (cos 0 = 0) a minimum pre frekvenciu 0 
= 0 (v tomto prípade sa vlastne jedná o �peciálny 
prípad zárezového filtra, ktorý odstra uje zo signálu 
jednosmernú zlo�ku). Je potrebné si uvedomi , �e 
ke  vz ah (5) nadobúda maximálnu hodnotu, je 
h bka zárezu minimálna a naopak. H bka zárezu 
rovná jednej znamená, �e daná frekvencia nebude 
vôbec ovplyvnená zárezovým filtrom a naopak 
h bka zárezu rovná nule predstavuje úplné 
odstránenie danej frekven nej zlo�ky zo signálu. 
Závislos  h bky zárezu na frekvencii je znázornená 
na obr. 3. 

Obr. 3  Závislos  h bky zárezu na 0   
(  = 0.95,  = 0.9) 
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Fig. 3  Notch depth as a function of  0

(  = 0.95,  = 0.9) 
 
Z obrázku 3 je zrejmé, �e a� na blízke okolie 

frekvencie 0 je závislos  h bky zárezu na frekvencii 
pomerne plochá. Ke �e vo vä �ine praktických 
prípadov nie je potlá aná frekvencia blízka nule, je 
mo�né pova�ova  za dobrý odhad h bky zárezu 
hodnotu prislúchajúcu frekvencii 0 = /2: 
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Vplyv parametrov  a  na charakteristiku filtra 

je nasledovný: ím vä �ia je vzdialenos  medzi  
 a , tým hlb�í a �ir�í je zárez, pri om úzky zárez je 

mo�né dosiahnu  len pre  blízke jednej (nuly le�ia 
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takmer na jednotkovej kru�nici). Pre  ve mi blízke 
 je h bka zárezu takmer rovná jednej. 

Charakteristika zárezového filtra sa v tom prípade 
podobá skôr na charakteristiku �all-pass� filtra. 
Tento výsledok je zrejmý z faktu, �e ak sú póly  
a nuly dostato ne blízko seba, dochádza takmer ku 
ich vzájomnému anulovaniu. Ak je h bka zárezu 
dostato ne ve ká, charakteristiky klasického  
a modifikovaného filtra sú pre zosilnenia blízke 
jednej takmer identické, rozdiel je zrejmý len v okolí 
potlá anej frekvencie (obr. 4). �írka zárezu filtra 
ostala rovnaká ako v prípade klasického zárezového 
filtra (3). 

  

Obr. 4  Porovnanie klasického filtra H2( )  
a modifikovaného filtra H1( ) 

 = 0.95,  = 0.9,  = 0.7 
Fig. 4  Comparison of classical notch filter H2( ) 

and modified notch filter H1( ) 
 = 0.95,  = 0.9,  = 0.7 

 
Návrh filtra pre konkrétnu aplikáciu spo íva 

vo zvolení parametrov  a . V prípade, �e meraný 
signál aj ru�ivý harmonický signál sú stacionárne, je 
mo�né dopredu vypo íta  patri né hodnoty 
parametrov filtra a nastavi  ich napevno. Je vhodné 
jeden z parametrov zvoli  a druhý dopo íta  pod a 
po�adovanej h bky zárezu. 

V prípade, �e vstupný signál má frekven nú 
charakteristiku podobnú ako je znázornená na 
obr. 2b, je zrejmé, �e zárezový filter by mal ma  o 
naju��í zárez. Preto je vhodné zvoli  parameter  

 blízky jednotke (napr. 0,9999). Ke �e 
odstra ovaná frekvencia nie je blízka nule, je mo�né 
na výpo et parametra  pou�i  vz ah odvodený zo 
vz ahu (6): 
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kde Hz( 0) je po�adovaná h bka zárezu. 
 
3. UR ENIE H BKY ZÁREZU 
 

Na priebe�né ur ovanie po�adovanej h bky 
zárezu je mo�né vyu�i  výpo et výkonu 
harmonického signálu a postranných zlo�iek.  

Výkon diskrétneho signálu x(n) je priemerná 
ve kos  energie signálu pripadajúca na jednu 
vzorku: 
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kde P je priemerný výkon a N je po et vzoriek. 

V prípade, �e je vstupný signál periodický, je 
mo�né upravi  uvedený vz ah na tvar: 

1

0

2 )(
1 N

n

nx
N

P  (9) 

 
kde N je celo íselný násobok periódy vstupného 
signálu v po te vzoriek. Hodnota priemerného 
výkonu nie je príli� citlivá na presnos  vo by  
N vzh adom na ve kos  periódy signálu. Uvedený 
vz ah je mo�né pou�i  aj na výpo et priemerného 
výkonu neperiodických signálov, za predpokladu, �e 
N je dostato ne ve ké. 

Aby bolo mo�né pomocou vz ahu (9) vypo íta  
výkon ru�ivej harmonickej zlo�ky a tie� výkon 
postranných zlo�iek, je potrebné najprv zo 
vstupného signálu jednotlivé zlo�ky extrahova . To 
je mo�né uskuto ni  pomocou hrebe ového (comb)
filtra, ktorého prenos je: 
 

)(1)( zHzH NC
 (10) 

kde HC(z) je prenos hrebe ového filtra a HN(z) je 
prenos klasického zárezového filtra s nulami na 
jednotkovej kru�nici a jednotkovým zosilnením 
jednosmernej zlo�ky. �írka priepustného pásma 
hrebe ového filtra by mala by  o najmen�ia, aby 
nedochádzalo ku skresleniu vypo ítaného výkonu 
jednotlivých zlo�iek. 

V al�om uva�ujme, �e vstupný signál je 
zlo�ený z harmonického signálu a aditívneho 
bieleho �umu. Odstup signálu a �umu (pomer ich 
priemerného výkonu - SNR) je 0 dB. Ak uva�ujeme 
biely �um, ktorého frekven né zlo�ky majú 
priemerný výkon rovný jednej, na dosiahnutie 
po�adovanej ve kosti SNR je nutné dopo íta  
amplitúdu harmonickej zlo�ky ([1]). Hodnote  
SNR = 0 dB prislúcha amplitúda harmonického 

signálu o ve kosti 2 . Pre frekvenciu harmonickej 
zlo�ky 50 Hz je vz ah na generovanie vstupného 
signálu nasledovný: 
 

)()..50..2sin(.2)( 0 nTnnx  (11) 
 

kde T0 je perióda vzorkovania,  je fázový posun 
a (n) je biely �um. 
 

Výkon harmonického signálu je závislý na 
ve kosti jeho amplitúdy pod a vz ahu: 
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kde AIN je amplitúda harmonickej zlo�ky vo 
vstupnom signále. Uvedený vz ah je toto�ný so 
vz ahom pre výpo et rozptylu funkcie sínus. 

 
Harmonická zlo�ka vo vstupnom signále by mala 

by  potla ená zárezovým filtrom na rovnakú úrove , 
akú majú zlo�ky v jej blízkosti. V skúmanom 
prípade je harmonický signál zmie�aný s bielym 
�umom. Po prechode signálu zárezovým filtrom by 
mal by  výkon harmonickej zlo�ky rovnaký ako 
výkon okolitého �umu: 
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S vyu�itím vz ahov (12) a (13) je mo�né ur i  

po�adovanú h bku zárezu v danom mieste 
frekven nej charakteristiky: 
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Na obr. 5 je znázornená �truktúra adaptívneho 
filtra pre nastavovanie h bky zárezu na základe 
výkonu príslu�ných frekven ných zlo�iek. 

 
Obr. 5  �truktúra filtra 

Fig. 5  Structure of filter 
 

Pomocou hrebe ového filtra 1 sa zo vstupného 
signálu získava frekven ná zlo�ka zodpovedajúca 
potlá anému harmonickému signálu. Obdobne sú 
pomocou hrebe ového filtra 2 extrahované 
postranné zlo�ky umiestnené v bodoch fSIN ± f. 
Vzdialenos  postranných zlo�iek od potlá anej má 
by  dostato ne malá, aby bolo mo�né o 
najpresnej�ie ur i  odhad ve kosti frekven nej 
zlo�ky pôvodného (neskresleného) signálu. 
Spomenutá vzdialenos  v�ak nemô�e by  ubovo ne 
malá, aby nedochádzalo ku prekrývaniu 
priepustných pásiem hrebe ových filtrov a tým ku 
skresleniu získaných výsledkov. Ve kos  odstupu 
postranných zlo�iek od filtrovanej je vo 
v�eobecnosti ur ená predov�etkým zvolenou �írkou 
priepustného pásma pou�itého hrebe ového filtra. 
Ke �e hrebe ový filter je realizovaný pomocou 
zárezového filtra (10), �írka jeho priepustného 

pásma je toto�ná s �írkou zárezu zárezového filtra  
a je daná vzdialenos ou pólov príslu�ného 
zárezového filtra od po iatku súradnicového 
systému. Z tohto dôvodu je mo�né �írku
priepustného pásma hrebe ového filtra vypo íta  
pomocou vz ahu na výpo et �írky zárezu 
zárezového filtra (3).  

Po filtrácii hrebe ovými filtrami je pre získané 
signály vypo ítaný príslu�ný priemerný výkon (9).
Výkon postranných zlo�iek je potrebné pred al�ím 
pou�itím vydeli  dvomi, ke �e bol získaný z dvoch 
postranných zlo�iek. Z vypo ítaných výkonov je 
pomocou vz ahu (14) ur ená po�adovaná h bka
zárezu filtra a následne dopo ítaná potrebná ve kos  
parametra   (7). 

Vz ahy (12) a (13) sú platné len pre samotný 
harmonický signál (bez prídavných zlo�iek � �umu). 
Ak chceme uvedené vz ahy pou�i  na výpo et 
výkonu signálov získaných po filtrácii hrebe ovými 
filtrami, mala by by  �írka priepustného pásma 
hrebe ových filtrov o najmen�ia. Jedným z 
nedostatkov príli� úzkeho zárezu hrebe ového filtra 
je ale zvý�ená citlivos  na prípadný posun 
frekvencie harmonického signálu. Druhý problém 
spo íva v tom, �e zu�ovaním �írky hrebe ového 
filtra dochádza ku zmen�ovaniu výkonu �umu na 
výstupe filtra 2, pri om výkon harmonického signálu 
ostáva v podstate nezmenený. Vypo ítaná h bka 
zárezu je potom závislá na �írke priepustného pásma 
hrebe ového filtra, o je ne�iadúce. 

Mo�ným rie�ením uvedených problémov je 
pou�itie rôzne �irokých hrebe ových filtrov pre 
harmonický signál a postranné zlo�ky. Na základe 
experimentov sa ako najvhodnej�ia javí kombinácia 
úzkeho hrebe ového filtra pre extrakciu 
harmonického signálu a �ir�ích filtrov pre získanie 
postranných zlo�iek. 
 
Algoritmus výpo tu výstupu filtra v kroku n: 
 
1. Extrakcia harmonického signálu a postranných 

zlo�iek zo vstupného signálu pomocou 
hrebe ových filtrov: 
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3. Výpo et potrebnej h bky zárezu: 
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4. Úprava parametra : 
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5. Filtrácia vstupného signálu modifikovaným 
zárezovým filtrom: 
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4. OVERENIE FUNK NOSTI FILTRA 
 

V nasledovných simuláciách je vstupný signál 
generovaný pod a vz ahu (11), pri om fázový posun 
je rovný 0. 

Parameter H1 ur ujúci �írku centrálneho 
hrebe ového filtra je rovný 0,999 (úzky zárez)  
a H2 ur ujúci �írku postranných hrebe ových filtrov 
je rovný 0,996 (�ir�í zárez). Výkon jednotlivých 
zlo�iek signálu je po ítaný z posledných 300 
vzoriek. Perióda vzorkovania je 1 ms. Priemerný 
výkon harmonickej zlo�ky signálu by mal by  
po ítaný z celo íselného násobku jej periódy. Táto 
podmienka je pre zvolenú frekvenciu vzorkovania 
(1000 Hz) a po et bodov braných do úvahy splnená, 
ke �e pri frekvencii ru�ivého harmonického signálu 
50 Hz pripadá na 300 nameraných hodnôt presne 15 
periód. 

Nasledovné obrázky boli získané spriemero-
vaním desiatich simulácií, kvôli potla eniu vplyvu 
aditívneho bieleho �umu. 

 

  

Obr. 6  Priebeh výkonu  zlo�iek na výstupe 
Fig. 6  Power of output signal 

 
 

Na obrázku 6 je mo�né vidie  potla enie 
ne�iadúcej harmonickej zlo�ky zárezovým filtrom 
na úrove  postranných zlo�iek. Prechodový dej je 
ve mi dlhý (viac ako 5000 krokov), o je spôsobené 
extrémne úzkym zárezom zárezového filtra  
(  = 0,9999). D �ka prechodového deja je zvä �ená 
aj v dôsledku pridania hrebe ových filtrov, ktoré 
majú tie� pomerne úzky zárez a spôsobujú 
oneskorenie vo výpo te po�adovanej h bky zárezu. 
Skuto ná d �ka prechodového deja je skreslená aj 
pou�itím hrebe ového filtra na výstupe 
z adaptívneho zárezového filtra (nie je uvedený na 

obr. 5). Prídavný hrebe ový filter je na výstupe 
kvôli tomu, aby bolo mo�né extrahova  
z výstupného signálu zlo�ku zodpovedajúcu 
frekvencii ru�ivej harmonickej zlo�ky a následne 
vypo íta  jej priemerný výkon. 

D �ku prechodového deja a hlavne prekmit 
výkonu ru�ivej zlo�ky nad po�adovanú úrove  je 
mo�né skráti  pou�itím exponenciálnej zmeny 
parametra . Tým sa dosiahne po iato né zvä �enie 
�írky zárezu zárezového filtra, o má za následok 
skrátenie d �ky prechodového deja ( ím je zárez 
u��í, tým je prechodový dej dlh�í a naopak) 
a zvä �enie h bky zárezu. Exponenciálna zmena 
parametra  je realizovaná pomocou vz ahu: 
 
 )().1()(.)1( kk  (22) 

 
kde (0) je po iato ná hodnota, ( ) je kone ná 
hodnota a  ur uje rýchlos  zmeny parametra . 
Kone nou hodnotou je hodnota vypo ítaná zo 
vz ahu (7) na základe po�adovanej h bky zárezu. 

 
asová kon�tanta exponenciálneho nárastu je pre 

hodnoty  blízke jednej daná vz ahom: 
 

1

1
T  (23) 

 
Uvedený spôsob zmeny niektorého z parametrov je 
vyu�itý aj v [1] a[2].  
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Obr. 7  Vplyv exponenciálnej zmeny parametra 
Fig. 7  Exponential change of parameter  

 
Na obrázku 7 je znázornený priebeh priemerného 

výkonu ru�ivej zlo�ky a postranných zlo�iek na 
výstupe pre hodnotu parametrov =0,9
a (0)=0,8. Parameter (0) ur uje po iato nú �írku 
zárezu filtra. Hodnota 0,8 zodpovedá pomerne 
�irokému zárezu a po as meraní sa ukázala ako 
dostato ná. Parameter  ur uje rýchlos  zmeny 
parametra  z po iato nej hodnoty na vypo ítanú. 
Nízke hodnoty parametra  (blízke 0) znamenajú 
rýchlu zmenu  (zárez sa rýchlo zú�i) a táto zmena 
má men�í vplyv na prechodový dej. Naopak, 
hodnoty  blízke 1 spôsobujú pomalú zmenu  

 - zárez sa zu�uje pomaly a zárove  h bka zárezu je 
vä �ia ne� po�adovaná. 
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Z porovnania obr. 6 a 7 je zrejmé, �e pou�itie 
exponenciálnej zmeny parametra  spôsobilo viac 
ako desa násobné zní�enie prekmitu výkonu ru�ivej 
harmonickej zlo�ky nad po�adovanú úrove  a tie� 
skrátenie prechodového deja. 
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Schopnos  adaptácie h bky zárezu zárezového 
filtra na zmenu parametrov ru�ivého harmonického 
signálu je prezentovaná na nasledovnom príklade. 
Amplitúda potlá anej harmonickej zlo�ky sa v ase 

n = 10000 skokom zmenila z hodnoty 2  na 2, o 
zodpovedá nárastu pomeru SNR o 3 dB. Uvedený 
prípad dokumentuje obr. 8.  

b

n

 

 

 
Obr. 8  Skoková zmena amplitúdy ru�ivého 

harmonického signálu 
Fig. 8  Abrupt change of disturbing signal amplitude 

 
 
V predchádzajúcich príkladoch bol priemerný 

výkon jednotlivých zlo�iek signálu po ítaný  
z posledných 300 vzoriek. Navrhnutý filter je v�ak 
funk ný aj pri pou�ití ove a men�ieho po tu vzoriek. 
Jedinou obmedzujúcou podmienkou je po�iadavka 
na vo bu takého po tu vzoriek, ktorý zodpovedá 
celo íselnému násobku periódy potlá aného 
harmonického signálu. Pri frekvencii ru�ivého 
signálu 50 Hz a perióde vzorkovania 1 ms pripadá 
na jednu periódu ru�ivého signálu 20 vzoriek. To je 
zárove  minimálny po et vzoriek, ktorý je mo�né 
pou�i  pri výpo te priemerného výkonu. Na obr.9 je 
znázornený práve takýto prípad.  

V porovnaní s obr. 7 je mo�né pozorova  
skrátenie prechodového deja. Ur itou nevýhodou je 
vä �ia závislos  vypo ítaných hodnôt priemerného 
výkonu na momentálnych vlastnostiach aditívneho 
�umu, o sa prejavuje vä �ím rozptylom vypo íta-
ných hodnôt (priebehy na obr. 7 sú hlad�ie). Táto 
skuto nos  nemá zásadný vplyv na funk nos  
adaptívneho filtra, preto�e pou�itý zárezový filter 
má úzky zárez ( o spôsobuje dlh�í prechodový dej) a 
preto nie je schopný reagova  na rýchle zmeny 
parametrov vstupného signálu. Pou�itie nízkeho 
po tu vzoriek je tie� výhodné pri implementovaní 
algoritmu do jednoduchých signálových procesorov, 
ke �e sa tým zni�ujú celkové nároky na pamä  a na 
as potrebný na výpo et. 

 
Obr. 9  Vyu�itie nízkeho po tu vzoriek 
Fig. 9  Using low number of samples 
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5. ZÁVER 
 

V lánku bol navrhnutý modifikovaný zárezový 
filter, ktorý slú�i na iasto né potlá anie ru�ivého 
harmonického signálu. Bol odvodený vz ah na 
výpo et h bky zárezu v závislosti na parametroch 
filtra a potlá anej frekvencii. H bka zárezu je po as 
filtrácie nastavovaná na základe výpo tu výkonu 
ru�ivého signálu a výkonu frekven ných zlo�iek 
v jeho blízkosti. Simula né experimenty ukázali 
schopnos  filtra potla i  ru�ivý signál na 
po�adovanú úrove . Bola tie� prezentovaná 
adaptácia filtra na zmenu amplitúdy ru�ivého 
signálu. V budúcnosti by bolo mo�né filter roz�íri  
aj o adaptáciu na zmenu frekvencie ru�ivého signálu. 
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